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Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííûå òåõíè÷åñêèå ðåøåíèß âî ìíîãèõ îáëàñòßõ ôèçèêè
ñâßçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÷èñëåííîãî àíàëèçà áûñòðîïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ â
ñèëüíîíåðàâíîâåñíûõ ñðåäàõ. Èçó÷åíèå ìåõàíèçìîâ ôîðìèðîâàíèß ïîêðûòèé êàðáè-
äà êðåìíèß ïðåäñòàâëßåò ñîáîé àêòóàëüíóþ çàäà÷ó ýêñïåðèìåíòàëüíîé è âû÷èñëè-
òåëüíîé ôèçèêè [1,2]. Ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü ãåòåðîãåííîé êîíäåíñàöèè ïàðîâ êàð-
áèäà êðåìíèß îïèñûâàåòñß êâàçèëèíåéíûìè óðàâíåíèßìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [3].
Ýâîëþöèß ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñòîõàñòè÷å-
ñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâëßþùåé. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àßõ ïóàññîíîâñêàß ìåðà ìîæåò çàâèñåòü îò âåêòîðà ñîñòîßíèß. Ïðè÷åì î÷åíü ÷à-
ñòî ýòà çàâèñèìîñòü íå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà â êîýôôèöèåíòû. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí
÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèß ÑÄÓ, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ìåðà, îïðåäåëßþùàß
ïóàññîíîâñêóþ ìåðó, çàâèñèò îò âåêòîðà ñîñòîßíèß.
Ìîäåëü ãåòåðîãåííîé êîíäåíñàöèè ïàðîâ êàðáèäà êðåìíèß. Â ðàáî-
òå [3] îïèñàíà ìîäåëü ãåòåðîãåííîé êîíäåíñàöèè ïàðîâ êàðáèäà êðåìíèß. Êëàñòåð
çàðîäûøà êàðáèäà êðåìíèß ðàññìàòðèâàåòñß êàê áðîóíîâñêàß ÷àñòèöà ïåðåìåííîé
ìàññû Mg(t), êîòîðàß ìîæåò èçìåíèòü ñâîå ïîëîæåíèå íà ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè ïîä
äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèß çàðîäûøåé äðóã ñ äðóãîì è ñ äåôåêòàìè ðå-
øåòêè. Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-Ôåëëåðà äëß ýâîëþöèè ðàçìåðà êëàñòåðà èìååò âèä
[3]:
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Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà-Ñìîëóõîâñêîãî äëß ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß ðàçìåðà çàðîäû-
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Çäåñü Sα(fα) - ôóíêöèß èñòî÷íèêà ìîíîìåðîâ "ïàðà"; fr(g, t) - ôóíêöèß ðàñïðåäå-
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Â ðàáîòå [3] äëß óðàâíåíèé (1)-(2) (â ñëó÷àå Sα = Q = 0) ïîëó÷åíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàß ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðåøàß ïîëó÷åí-
íóþ ñèñòåìó ÑÄÓ ÷èñëåííûì ìåòîäîì èç [4], äëß êàæäîé i-é òðàåêòîðèè ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà ïîëó÷àþò â ìîìåíò âðåìåíè tn: ðàçìåð êëàñòåðà gn è åãî êîîðäèíàòû
(xn, yn).
Ïðè íåêîòîðîì óòî÷íåíèè ìîäåëè, ïðè ó÷åòå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé êàðáîíè-
çàöèè [2], â óðàâíåíèå (1) äîáàâëßåòñß èíòåãðàëüíûé ÷ëåí Sα 6= 0. Â ðåçóëüòàòå,
ñîîòâåòñòâóþùàß ñèñòåìà ÑÄÓ áóäåò ñîäåðæàòü ïóàññîíîâñêóþ ñîñòàâëßþùóþ, çà-
âèñßùóþ îò âåêòîðà ñîñòîßíèß ñèñòåìû. Íèæå áóäåò ïîñòðîåí ÷èñëåííûé ìåòîä äëß
ðåøåíèß òàêèõ ñèñòåì, èñïîëüçóþùèé ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ñå-
÷åíèß [5].
Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß ñ ïóàññîíîâñêîé ñî-
ñòàâëßþùåé. Çàäà÷à Êîøè äëß ñèñòåì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâëßþùåé èìååò âèä:
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ãäå Y(t) - ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ðàçìåðíîñòè nY ; W(t) - nW -ìåðíûé ñòàíäàðòíûé
âèíåðîâñêèé ïðîöåññ; ν  ïóàññîíîâñêàß ìåðà íà Γ×[0, T ] ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìåðîé
Π, çàäàííàß íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé pi(θ, t,Y); a(Y, t) è c(Y, t, θ)- nY -ìåðíûå
âåêòîð-ôóíêöèè; σ(Y, t) - ìàòðè÷íàß ôóíêöèß ðàçìåðà nY × nW ; σ·j(Y, t) - j - é
ñòîëáåö ìàòðèöû σ; Y0 - ñëó÷àéíûé âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Òàê êàê ðåøåíèåì
ÑÄÓ (3) ßâëßåòñß íåïðåðûâíûé ñïðàâà ïðîöåññ áåç ðàçðûâîâ âòîðîãî ðîäà, òî Y(t−)
îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå ðåøåíèß â òî÷êå t ñëåâà.
Åñëè ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó W(t) â (3) ïîíèìà-
åòñß â ñìûñëå Èòî, òî ÑÄÓ (3) ßâëßþòñß ÑÄÓ Èòî, åñëè ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë
ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó W(t) â (3) ïîíèìàåòñß â ñìûñëå Ñòðàòîíîâè÷à, òî ÑÄÓ
(3) ßâëßþòñß ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ìåðà Π, çàäàþùàß ïóàññîíîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ìåðó ν,
îïðåäåëßåòñß ÷åðåç ôóíêöèþ pi ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Π(B, t,Y(t−)) =
∫
B
pi(θ, t,Y(t−))dθ, B ∈ Γ. (4)
Îáîçíà÷èì ôóíêöèè
µ(t,Y) =
∫
Γ
pi(θ, t,Y)dθ, h(θ, t,Y) = pi(θ, t,Y)/µ(t,Y), (5)
õàðàêòåðèçóþùèå ïóàññîíîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ìåðó ν.
Åñëè âñå ýëåìåíòû ôóíêöèè a(Y, t) äèôôåðåíöèðóåìû, à âñå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû σ(Y, t) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû ïî Y, òî äëß ïðîöåññà Y, óäîâëåòâîðßþùåãî
óðàâíåíèþ (3) ïåðåõîäíàß ôóíêöèß p(t0,Y0, t,Y) êàê ôóíêöèß t è Y óäîâëåòâîðßåò
ïðßìîìó óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà [6]
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Îïåðàòîðû K, L, M íàçûâàþò ïðßìûìè ïðîèçâîäßùèìè îïåðàòîðàìè ïðîöåññà Y
(çàìåòèì, ÷òî äâîéíûå èíäåêñû ïîäðàçóìåâàþò ñóììèðîâàíèå ïî íèì). Îáðàòíûå
ïðîèçâîäßùèå îïåðàòîðû K∗, L∗, M∗ ïðîöåññà Y èìåþò âèä:
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)
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Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðßìûå è îáðàòíûå
îïåðàòîðû ñîïðßæåíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. äëß ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè V ïðîñòðàíñòâà S,
â êîòîðîé ýëåìåíòû ôóíêöèè a(Y, t) äèôôåðåíöèðóåìû, ýëåìåíòû ìàòðèöû σ(Y, t)
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû ïî Y, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫
V
u(Y)Kt,Y[p(Y)]dY =
∫
V
p(Y)K∗t,Y[u(Y)]dY, (13)
ãäå u(Y) è p(Y)  ïðîèçâîëüíûå ñêàëßðíûå ôóíêöèè, èç êîòîðûõ õîòß áû îäíà âìåñòå
ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå îáëàñòè V .
Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÄÓ ñ ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâëßþùåé.
Â ðàáîòå [4] áûë îïèñàí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÄÓ ñ ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâ-
ëßþùåé, êîãäà ôóíêöèß pi(θ, t,Y), çàäàþùàß ïóàññîíîâñêóþ ìåðó, íå çàâèñåëà îò Y.
Ìû îáîáùèì åãî íà ñëó÷àé, êîãäà åñòü çàâèñèìîñòü îò Y. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ìåðà êîíå÷íà è
µ(t,Y) ≤ Π¯, t ∈ [0, T ], Y ∈ RnY . (14)
Òîãäà íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß ÑÄÓ [4] è ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
"ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèß"[5] ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÄÓ ñ ïóàññîíîâñêîé ñîñòàâëßþùåé (??):
0) k := 0. Ïóñòü â ìîìåíò tk âåêòîð ñîñòîßíèß ðàâåí Y(tk) = Yk .
1) ìîäåëèðóåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó α1 - ðàâíîìåðíóþ íà èíòåð-
âàëå (0,1) è ïîëàãàåì z = 1, s = 1;
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2) ìîäåëèðóåì âîçìîæíûé ìîìåíò ñêà÷êà tk+1 = tk+τ : ãäå τ  ñëó÷àéíàß âåëè÷èíà
ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèß p(x) = Π¯ ∗ exp(−Π¯x), êîòîðàß ìîäåëèðóþòñß ïî
ôîðìóëå [7]
τ = −lnα/Π¯,
ãäå α  (0,1) ñëó÷àéíàß âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíàß íà èíòåðâàëå (0,1);
3) åñëè tk+1 ≥ T , òî tk+1 = T è s := 0;
4) íà èíòåðâàëå [tk, tk+1] ðåøàåì óðàâíåíèå
dY(t) = a(Y, t)dt+
nW∑
j=1
σ·j(Y, t))dwj(t), Y(tk) = Yk (15)
ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèß ÑÄÓ (15) [4] è íàõîäèì Yk+1  âåêòîð
ñîñòîßíèß ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè tk+1;
5) åñëè s = 0, òî STOP, èíà÷å z := z ∗ (1 − µ(tk+1,Yk+1)
Π¯
) è ïðîâåðßåì óñëîâèå
âîçìîæíîñòè ñêà÷êà: åñëè
1− α1 > z,
òî ñêà÷îê ïðîèçîøåë è èäåì íà 5à), èíà÷å èäåì íà 6)
5a) ìîäåëèðóåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó θ ñ ïëîòíîñòüþ p(x) = pi(x,tk+1,Yk+1)
µ(tk+1,Yk+1)
;
5b) âû÷èñëßåì
Yk+1 = Yk+1 + c(Yk+1, tk+1, θ);
6) k := k + 1 è èäåì íà 1).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 090100798,
110100282).
ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
1. Silicon carbide. A review of fundamental questions and application to current device
technology/ Eds W. J. Choyke, H.M. Matsunami, G. Pensl. Akademie, Berlin (1998). V. I, II.
2. Êóêóøêèí Ñ.À., Îñèïîâ À.Â. Íîâûé ìåòîä òâåðäîôàçíîé ýïèòàêñèè êàðáèäà
êðåìíèß íà êðåìíèè: ìîäåëü è ýêñïåðèìåíò. Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà, 2008, ò. 50, âûï. 7,
ñ. 1188-1195.
3.Çìèåâñêàß Ã.È., Áîíäàðåâà À.Ë. Îñòðîâêè òîíêîé ïëåíêè ïîëóïðîâîäíèêà è ÷èñ-
ëåííûé ýêñïåðèìåíò // Ïîâåðõíîñòü. Ðåíòãåíîâñêèå, ñèíõðîòðîííûå è íåéòðîííûå èññëå-
äîâàíèß, 2010, ¹ 10, ñ. 50-58.
4. Artemiev S. S., Averina T. A. Numerical Analysis of Systems of Ordinary and
Stochastic Diﬀerential Equations. VSP, Utrecht, The Netherlands, 1997. (176 p.)
5. Àâåðèíà Ò.À., Ìèõàéëîâ Ã.À. Àëãîðèòìû òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèß ïóàññîíîâñêèõ àíñàìáëåé // Æ.âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2010,
ò.50, N 6, ññ. 1005-1016
6. Ïàðàåâ Þ.È. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ äèíàìèêó ïðîöåññîâ óïðâëåíèß è ôèëü-
òðàöèè. Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1976. (184 ñ.)
7. Ìèõàéëîâ Ã.À., Âîéòèøåê À.Â. ×èñëåííîå ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ìåòî-
äû Ìîíòå-Êàðëî. Ì.: Èçä. öåíòð Àêàäåìèß, 2006.
4
